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0. GBNBRALITBS SUR LES INVARIANTS 
Considirons un probltme de Cauchy (8) dont l’inconnue est un champ 
u E R” dtfini pour (x, t) E R” x (0, E(U)). Un invariant d’ordre k est une 
fonction reelle 4 difinie sur R” x RUN x .. . x RnkN telle que 
$i,. qqu(x, t), Vu(x, t) ,...) VkU(X. t)) dx = 0 
pour toute solution regulike du probleme (‘F), decroissant suffrsamment vite 
lorsque Ix] + co. 
Une methode de calcul qui attaque de front le problime a deja ite utilisee 
pour dtcrire l’ensemble des invariants d’ordre donne pour certains 
problemes: l’equation d’Euler (cf. [ 1 I), de Korteweg-de-Vries (cf. [2]), 
l’equation des ondes (cf. [3 I). Nous appliquons ici la methode aux systemes 
hyperboliques emilineaires: 
N 
uf+ K’ 
jr, 
Uij(U) 24; = 0. (0.1) 
Cette classe d’bquation contient les systemes hyperboliques de lois de 
conservation on-liniaires 
u, + (.f(~>).x = 0. P.2) 
Les invariants que nous cherchons ici sont ceux dont l’ordre est au plus 1 
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Nous appelons entropic un invariant d’ordre 0. Une entropie d = 4(u) 
verilie le systeme d’equation 
a ; 3ca, =a 4 “9&. ----Y au’ ir, ad lk auk in, ad 11’ (0.3) 
Dans le cas conservatif, ce sysdme devient 
0’4 Df est symetrique. (0.4) 
I. SYST~MES HYPERBOLIQUES SEMI-LIN~AIRES: RBSULTATS 
Le systeme (0.1) est dit hyperbolique lorsque les valeurs propres de la 
matrice A(u) = ((u~~))~,~ sont reelles. Nous supposons dans cet article que le 
systeme est strictement hyperbolique: les valeurs propres A,(u) sont 
distinctes. La matrice A(u) est alors diagonalisable, et on note yk(u) (resp. 
Ik(u)) un vecteur propre de A(u) (resp. de ‘A(u)) relativement a la valeur 
propre A,(u). 
Nous dirons que le systeme (0.1) est vraiment non-linkaire si (aAk/au) rk 
ne s’annule jamais, et qu’il est lint!airement d~g&Pre’ si aAk/au = 0 pour tout 
1 ,< k < N, et tout u E IR”. 
Lorsque le sysdme est conservatif (forme 0.2), on delinit aisement la 
notion de solution faible, et Glimm [4] prouve, sous l’hypothese non-liniaire, 
l’existence dune telle solution pour t E (0, +co), pourvu que la variation 
totale de u(x, 0) soit suffisamment petite. 
Inversement, le systeme semi-lineaire (0.1) n’a de sens que lorsque u est 
suffisamment regulier, par exemple, u E (W’*‘(F?))“, et Lax [S] prouve, 
toujours sous l’hypothese nonlineaire, que toute solution non nulle explose au 
bout d’un temps lini. Ce phenomene est lie, a notre avis, a la non-existence 
d’invariant d’ordre 1, resultat que nous demontrons ici. 
Remarquons que le systeme (0.1) peut itre mis sous forme conservatrice 
pourvu qu’on trouve une famille d’entropies (ej(u); 1 < j < N} qui soit 
egalement un changement de variables. La notion de solution forte ne depend 
evidemment pas de cette mise en forme, mais la notion de solution faible 
depend du choix de la famille d’entropies, par l’intermediaire de la condition 
de Rankine-Hugoniot qui regit les chocs le long d’une courbe x = x(t)(h 
etant le flux d’entropie ej, (ej), + (fi)X = 0): 
(4 0 u>(x(t) + 0, I) - (./J 0 u)(x(t> - 0, t) 
+ x’(t) [ (ej 0 u)(x(t) + 0, t) - ej 0 24(x(t) - 0, t)) = 0. 
Puisque, plus l’ensemble des solutions considerees est petit, plus les 
invariants sont gentraux, nous nous permettrons de ne considker que le cas 
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de solutions tres regulieres. Plus prtcisement, on sait que si u0 E (U(R))*, le 
probleme de Cauchy (0.1) de condition initiale u(x, 0) = u,,(x) admet une 
solution u E F’“(O, E, (G(R))N) ou E > 0 depend de uO. Cette propritte 
d’existence suffira pour demontrer les theoremes que nous avons en 
vue. Un invariant du premier ordre sera done une fonction #(u, v) telle 
w, pour toute solution u E Fa(O, E; (93(lR))N), E > 0, on ait 
(d/dt) JZ 2 4(u(x), u,(x)> dx = 0. 
THBOR~ME 1. Supposons que le systeme (0.1) soit vraiment nonlineaire. 
Alors tout invariant du premier ordre $ E G?*(RZN) est la somme 4, + ap 
dune entropie #Ju) et dun lagrangien nul I?p(u, v) = (@/&4)(u) . v. La 
terminologie Lagrangien nul est justtfZe par le fait que pour u E (C/(R))‘, 
on a 
1^ 
+ cc @‘p(u, u,) dx = 0. 
-02 
TH~OR~ME 2. Supposons que le systeme (0.1) soit lineairement degenere. 
Alors: 
Si N > 3. “En general,” les invariants du premier ordre on: la forme 
o0 + g/3, ou (6, est une entropie, et g/I un lagrangien nul. 
St’ N = 2. Les invariants du premier ordre sont les fonctions de la forme 
Les fonctions yi, zi, qp sont des solutions particulieres d’equations lineaires 
du premier ordre, non triviales, de u et 1’ . v. On a qp(u, 0) = 0. De plus, o0 
est une entropie, a/I est un lagrangien nul, et hi est une fonction arbitraire de 
deux variables reelles. 
Au paragraphe II, nous montrons que la recherche des invariants du 
premier ordre est equivalente a la resolution d’une identite qui est une 
equation differentielle contenant 2N variables et N + 1 inconnues. Le cas 
vraiment non-lineaire est immtdiatement traiti; c’est le plus simple. 
Le paragraphe III traite du cas degenere et demontre le Theoreme 2. Le 
terme “en general” y est expliqd. Un exemple qui sort du cas generique est 
alors trait& 
Au paragraphe IV, nous abordons Etude du cas mixte: certains champs 
caracteristiques sont vraiment non-lintaires, tandis que d’autres sont 
lineairement degentres. Nous n’obtenons pas de classification generale des 
invariants, mais seulement quelques proprietes communes. Ces resultats sont 
appliques a un cas simple, la dynamique des gaz monodimensionnels 
(paragraphe V), pour lesquels A, < 1, = 0 < A, = --a,, et (aA,/&) r’ = 0, 
(dA,/&) r3 # 0. 
LES SYSTiMES HYPERBOLIQUES SEMI-LINkAIRES 213 
1. Mkthode gtkne’rale 
II. CAS NON-LINkAIRE 
Les raisonnements de cet alinea, n’invoquant que l’hyperbolicitt stricte de 
(O.l), sont valables dans tous les cas et seront utilises dans les autres 
paragraphes. 
Soit u E V(O, a; (Go)“‘) une solution de (0.1). Puisque 4 est un 
invariant, nous avons: 
On a note E,(u, U, w) = (@/au) AU + (@/av)(((&t/&)v)u + Aw). En vertu 
de la propriete d’existence citee au paragraphe precedent, l’integrale J‘?‘=:, 
E,(u, u,, u,,) dx est nulle pour tout u E (G?(R))N: E, est un lagrangien nul. 
I1 est classique qu’on peut alors ecrire E, = (c%,v//lau)u + (@/&)w oti y = 
~(24, v). 11 s’ensuit que a%,/ak+ au, = a%,/aw, au, pour tous i, j, i.e., 
Et puisque les valeurs propres de A sont distinctes (hyperbolicite stricte), 
0’4 et A sont simultanement diagonalisables. Ce qui signifie, si zk = lk . v: 
a2#/azi azj = 0 pour tous i # j. La fonction $ a done la forme 
On a alors 
Si bien que l’intigration par partie donne: 
I 
+a, 
I?,@, u,.) dx = 0, vu E (qR))N, 
--co 
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La fonction E, est done un lagrangien nul, et il existe une fonction X(U) 
telle que E,(u, a) = (GT/au)v. 
Si nous derivons l’equation lkAv = Aklkv par rapport a v, now obtenons 
~k((~~k/~u)v)v - lk((8A/&)u)v = ((ak,/au)v) ih . v + ((aZk/au)v) Au. Finale- 
ment 
ax -. 
au 
v=-$Av+ 4 
k=l I 
(pk-p;lk .v)~.v-~(A-IkI)v 
+p; [ ($v)Av- ($A+]!. (2.1) 
2. Le ro^le de l’hypothdse non-1inPaire 
Pour commencer, nous posons v = Irk. Nous pouvons supposer que lk est 
normalisi par Ik . rk = 1, et nous obtenons 
a2 
au . rk = 4, J$ . rk + (pk(t) - fpL(t)) 2 . rk, 
Puisque @,/au) rk # 0 (hypothese non-lineaire), nous en deduisons que la 
fonction t t, pk(f) - tp;(t) est indipendante de I, et puisque pk(u, 0) = 0, il 
vient pk(u, t) = pk(u)t, et il reste (&Y/au) rk = --~,(~~,/~u) rk pour tout k, 
c’est-a-dire (&T’/~u)v = -(a$$&) Au. La fonction B,,(u) est done une 
entropie, et (2.1) devient 
;: /k.V$(A-~kz)V+pk 
kzl I 
(($.Av)v-($.v)Av)I =O. 
C’est-a-dire, en posant z(u) = Cf=, pk lk 
($. v)Av= (~.Av) V. 
Et puisque les valeurs propres de A sont distinctes, nous en deduisons 
((az/au)v)w = ((az/au)w)v p our tous v, w E RN. Cela implique l’existence 
d’une fonction p(u) telle que z(u) = (@/au). Finalement, on a d = #0 + Q’p et 
le thioreme 1 est demontre. 
Remarque. Si l’on n’impose pas a pk d’etre de classe GY’, mais seulement 
lipschitzien, on obtient pk = a(u) t’ + b(u) t-. 11 s’ensuit oujours que #,, est 
une entropie, mais 4 - 0, = E(U, v) BP ou E E {f }. En effet, lorsque I’ derive 
d’un potentiel pi(a) (1’ = &J&k), la fonction u t, (1’ . a,( = I(a/aX)(~i(U))l est 
un invariant du systeme (0.1). 
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111. LE CAS LINBAIREMENT DkGkNI!lRlk; UN EXEMPLE 
a. Cas gtkne’ral 
Puisque (and&) rk = 0, on trouve, en posant v = rk dam (2.1), 
(~3R/f%) rk = -~,(~~,/~ u rk. La fonction 4, est done une entropie, et il reste ) 
k$, (Px-p;P.v)~.v-~. 1 (A - /l,Z)u 
+h[ (gu)Au- (z$4,iv]i=,. (3.1) 
En posant v = tr’ + srj, i # j, on obtient 
s(pi(t) - @j(t)) 2 * r’ + t(Jlj(S) - SJ?f(S)) $$ . ri 
+ (Ai - nj) 1 s +$ (t) * tj - t Jg (s) .r’ + st ;‘- Ckjip;(tk) h-1 I 
= 0. (3.2) 
On a posk ckji = (Dlk . rj) ri - (Dlk . ri) $, et t, = t, s ou 0 suivant que 
k = i, j ou un autre indice. En divisant par st, en faisant tendre s et t vers 0, 
on a, avec Pk(z4) = p;(O) 
C’est-A-dire (cf. II) qu’il existe /? = p(U) tel que cf=, pk lk = @/au. Alors, 
avec qk(u, t) = (l/t)p,(u, t) -pk(u), on a 4 = $0 + gp + cr= 1 (lk * v, qk. 
Enfin, d’aprks (3.2), les fonctions qk vkrifient 
-fq;(t)$. r’ --sq;(S)z. Y’ + (Ai - kj) 
X 
i 
g (t) . r’ - $$ (S) ’ ri + (qi(t) + tqf(t)) Ciji 
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En posant s = 0, cela donne 
=o pour tout j # i. 
Maintenant, v est un vecteur quelconque, v = CF=, t,rh. 
En reportant dans (3.1) le rhultat (3.3), nous obtenons 
v tjt/((qi + tiq;)(nj -n/J Cijl = 0. 
j,k#i 
(3.3) 
(3.4) 
Le systime {(3.3), (3.4)) est kquivalent g l’kquation (3.1), c’est-g-dire au 
fait que CFzl (1’ . 0) qi(u, I’ . 21) soit un invariant (qi(u, 0) = 0). 
Cas N > 3. Supposons que, pour tout i E ( l,..., N), il existe des indices j, k 
distincts de i tels que Cijk # 0, c’est-i-dire ((ali/au) rj) rk # ((ali/&) rk) rJ. 
Alors l’kgalitk (3.4) montre que qi + tiq( est affhe, c’est-l-dire que qi est 
afflne, et puisque qi(u, 0) = 0, qi(u, t) = tQi(u). 
11 nous reste alors, de (3.3) et (3.4) 
aQi x * r' + Qi 1 aA 2Ciji + ---'.r' ~~4, au 1 
=o pour tout j # i, 
Qi(Aj - nk) Cijk + Qj(A, - li) Ci/tt + Qk(Ai - ‘i) ‘k,, 
=o pour i, j, k distincts deux i deux. 
(3.5a) 
(3.5b) 
11 est connu que le systkme (3.5a) n’admet pas en gtniral de solution non 
triviale. En particulier, le systime (aQ/au) rJ = 0, j # i n’admet une solution 
non constante que si (&-‘/au) rk = (&“/au) ri pour k, j# i. On en dkduit que, 
en g&h-al, qi = 0, et l’invariant Q est exactement 4, + G/T 
Remarquons que lorsque N > 4, le systkme (3.5b) comporte plus 
d’tquations que d’inconnues, et contribue done en gknkral 1 la nullitk des Qi. 
Cas N = 2. Ici, le sysdme (3.4) est vide, et le systkme (3.3) est une 
iquation diffkrentielle ordinaire le long d’une courbe y, de F?’ X IR. La 
solution g&kale est de la forme qi = qph,(y,, zi) oti q: est une solution 
particulihe de (3.3) non nulle, et yi, zi sont des solutions indkpendantes 
(dlt(i$i/8u, a~,/&) # 0) de 
ax 1 ak 
- . yJ + tx’ ciji + ~ -2 . rJ 
~~~~~ au = 0. au 
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On voit aisement qu’on peut choisir qf = tQi(u) (et on a bien qp(u, 0) = 0) 
ou Qi est une solution non nulle de 
aQi __ . rj + Qi 1 ai. 2ciji + ~ 1 - rJ = 0. 
au Aj-Ai au 
Remarque. Dans le cas particulier ou ciii = 0, la solution generale de 
(3.3) s’tcrit 
b. Le cas I’ = apJ& 
qi = hi(kj, t(31, - 1,)). 
Supposons maintenant que chaque vecteur propre a gauche 1, de A derive 
d’un potentiel pi(u). Alors les coefficients ciJ, sont tous nuls, le systeme (3.4) 
est vide, et I’equation (3.3) devient 
Ce systeme admet en general la solution h,(z,) ou zi(u, t) est une solution 
particuliere, non constante, et hi une fonction numirique arbitraire. 
Cependant, la fonction pi(u) est solution. Ainsi 
PROPOSITION 3.1. Lorsque les vecteurs propres ci gauche li de’rivent dun 
potentiel ,ui(u), les invariants du premier ordre de l’kquation (0.1) sent “en 
gkn&aP’ de la forme (N > 3) #,, + ~2/?, 06 #,, est une entropie, et Up un 
lagrangien nul. 
En effet, la solution hi o ,ui ne depend que de u et s’annule (qi(u, 0) = 0) 
lorsque t = 0. Done hi = 0. Plus precisiment, si hi f 0, (hi o pi) . 1’ . u, = 
D,(Hi 0 pi 0 u). 
Finalement, l’hypothese, pourtant tres restrictive, I’ = a,~~/&, ne conduit 
pas a l’existence de nouveaux invariants. 
c. Un exemple exceptionnel 
Considerons maintenant le systeme (diagonal) 
uf + A,(u) u; = 0, I<i<N. (3.7) 
Ce systeme est hyperbolique strict si Izi # Jj pour i # j, et lineairement 
degtnbre si aLi/&’ = 0. Nous supposerons en fait qu’il existe des fonctions 
zi(ui), 1 < i < N, telles que Izi = njsi zj(u’). L’hyperbolicite stricte sera 
acquise en supposant que Inf zj(uj) > Sup zj+ ,(uj+ ‘), et zj > 0. 
Le systeme (3.6) devient alors 
$+ tq; -IL = 0. 
zi - Z’ (3.8) 
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Ce systeme admet les solutions particulikes U’ et t njtl (zi - z,) -I. 
Finalement la solution generale de (3.8) est h,(u’, t nj+i (zi - zj))‘) et la 
condition q,(u, 0) = 0 implique simplement hi(ui, 0) = 0. 
PROPOSITION 3.2. Lorsque Ai = nj,i zj(u’) et que le systdme (3.7) est 
strictement hyperbolique, les invariants du premier ordre sont de la forme 
#o+G53p+~yJi* vhi(ui, (I’ . ~/n,,~ (zi - zj))), oti & est une entropic, C2/3 
un lagrangien nul, et hi une fonction arbitraire de deux variables, vkrifiant 
hi(ui, 0) = 0. 
IV. REMARQUES SUR LE CAS MIXTE 
Nous supposons maintenant qu’un certain nombre de champs carac- 
teristiques sont vraiment non lineaires, et que les autres sont liniairement 
digeneres. 
Nous posons J = { 1 < j < N; (aAj/&) r’ = O}, et I = ( 1 < j < N: j 6? J). Si 
j E I, on a (&$&4) ri f 0 pour tout u. 
Reprenant l’egalite (2.1), et en posant L’ = trh, k E I. on obtient (de meme 
que dans 1I.b) pk(u, t) = pk(u)t, ainsi que (M@/&) rk = -,Ik(@,/au) rk. 
Si k Q I, on obtient encore avec v = rk dans (2.1) (&P/au) rh = 
-A,(i@,,/&) rk. Finalement &P/au = -(@J&)4, et tiO est une entropie. II 
nous reste, en posant pk(u) = p;(u, 0) et qh = (l/t)p, - ph 
IV 
\‘ 
k=l 
lk . v 2 (A - I,@ + ph (($Av) I’- ($) Av) [ 
+ \‘ (Ih 
k’-;J i 
.~l)‘q;II?I.zl+(lk.~l)~.(A--Ihl)li au 
+ (qh $- (1” . v)q;) ( ($. Au) v - ($&. v) A,) 1 = 0. 
La differentielle seconde en L’ = 0 du premier membre de cette egalite est 
exactement la premiere somme, qui est done nulle 
k-1 
Ik . L’ 2 . (A - A,I)c 
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On en deduit, comme en II.b, que Ct=r Pi Ik . v est un lagrangien 
nul g/I. 11 nous reste 
Cette derniere egalite se decompose comme au III en: 
%i 1 an. 
~.Y.i+(qi+fQ()Cij,+fq~~~‘r’ 
lj-Ai au 
=o pour iE J. j# i, (4.1) 
&t I,zk<N 
fjfk(qi f fiq()(A, -1,) C,jk =O. (4.2) 
i.k+; 
De mime qu’au paragraphe precedent, le nombre des invariants dependra 
de l’annulation eventuelle des coefficients ciJk, i E J. j, k # i; lorsque N > 3. 
l’equation (4.1) montre qu’il n’y a pas, en general, d’invariant d’ordre 1, a 
part #0 + %Tp. oti 4, est une entropie et P/I un lagrangien nul. 
Le cas suivant n’est pas gtnerique. 
v. LA DYNAMIQUE DES GAZ MONODIMENSIONELLE 
Nous considerons un gaz sit& dans un tuyau inlini, dont les parametres 
d’etat sont les densites de masse p, d’energie e, et la vitesse U. 
L’approximation monodimensionelle consiste a supposer que les variables 
d’etat ne dependent que de l’abscisse longitudinale x du tuyau. et du temps t. 
Les equations d’itat sont alors 
Conservation de la masse p, + (pu), = 0, (5.1) 
Conservation de la quantite de mouvement (pu), + (pu’ + p), = 0, (5.2) 
Conservation de l’energie (pe + jpu’), + [ (pe + $puZ + P)u], = 0. (5.3) 
La pression p est une fonction de (p, e) seulement qui ne depend que du 
gaz consider& Le systeme (5.1~(5.3) est strictement hyperbolique lorsque 
6* = p, + (l/p’)pp, > 0. Les valeurs propres sont alors A, = 24 - 6, A2 = u, 
1, = f4 + 6. Si on exprime le systtme sous la forme (p, u, e), + A(p, u, e), = 0. 
on a 1’ = Vz, ou z(p, e) vbilie Lz = p2(3z/dp) + p(az/ae) = 0. 
D’autre part VA? . r2 = 0 et le deuxieme champ caracteristique est 
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lineairement degenere. Lorsque L(pr?) # 0, les autres champs sont vraiment 
non lintaires. 
Les invariants sont alors les suivants 
TH~OR~ME 5.1. On suppose que le systPme (55) est strictement hyper- 
bolique (a* > 0) et que les lers et 3e champs caractkristiques sont vraiment 
non-linkaires. 
Alors les invariants du premier ordre s’kcrivent go + GYP f l* . 
vhk (l/p) 1* e v), 06 (6, est une entropie, a/I un lagrangien nul, h une 
fonction arbitraire vt%jTant h(z, 0) = 0. 
Dkmonstration. D’apres le paragraphe IV, nous devons resoudre (4.1) (le 
systeme (4.2) est vide, puisque 1’ = Vz). avec i = 2, j = 1 ou 3. Cela s’ecrit, 
avec E E (+l, -1) 
vq * (p’, E&l, p) + ptq’ = 0. 
C’est-i-dire 
34 
pp+tq’+~p~=O. 
aq - 0 
zi- * 
(5.4) 
(5.5) 
La solution ginerale d’un tel systeme (VQ . X’ = 0, 1 < j < M - 2 
dans I?“‘) est habituellement h(y) ou y est une solution non constante, et h 
une fonction arbitraire; exceptionnellement, on trouve Q = h(y , . y2) oti h 
une fonction arbitraire de deux variables. C’est le cas ici. en vertu de l’egaliti 
(X’ e 0) X2 - (X2 . V) X’ = 0 dans l’espace R3 x R. On choisit comme 
solutions tlementaires de (5.4) et (5.5) les quantites z(p, e) et (l/p)t. Puisque 
q(p, u. e, 0) = 0, on obtient le Theoreme 5.1. 
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